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| Индуктивность прямоугольных контуров
Рассмотрено взаимное влияние двух прямоугольных контуров при их различных конфигурациях. По­
лучены формулы для расчета взаимоиндукции и на их основе построены зависимости коэффициента 
взаимной индукции от расстояния между различными по форме контурами. Установлена связь коэффи­
циентов взаимной индукции для различных вариантов контуров.
Взаимная индуктивность, электродинамические силы
В радиотехнике и электронике применяются ре­
зонансные контуры с прямоугольными катушками 
индуктивности. Затруднение при проектировании 
устройств вызывает отсутствие в ряде случаев вы­
ражений для расчета индуктивных параметров пря­
моугольных контуров, в частности, расположенных 
в одной плоскости. В связи с этим ключевую роль 
приобретают расчетные выражения для определе­
ния индуктивностей прямолинейных параллельных 
проводников, имеющиеся, например, в [1]—[5].
Выражение для взаимной индукции двух па­
раллельных прямолинейных проводников (рис. 1) 
имеет вид [5]
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где цо -  магнитная постоянная;
a1 = "\/(l2 + 12 - 11)  + ^2 ; a2 = y l(l2 )  + h 2 ;
a1 = \J(h  - 12 )  + h 2 ; a2 = \ j( l2 + 12 )  + h 2 .
Выражение (1) можно привести к выражени­
ям из [3], [4], если использовать обозначения:
a1 = D ; a2 = C ; a1 = B; a2 = A ; l2 = c;
1 = c -  b; /2 = d  -  b; /2 + /2 = c + d -  b = a, 
Тогда (1) принимает вид
M  = м.0/(4тс)х 
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Следует отметить, что выражение (2), хотя 
выглядит компактнее ( 1), не дает существенных 
преимуществ при определении взаимных индук­
тивностей прямоугольных контуров.
Рассмотрим систему двух расположенных вдоль
одной линии проводников l1 и l2 при расстоянии 
d  между ними (рис. 2). В этом случае (1) можно 
представить в следующем виде:
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Рис. 3
Результат (3) при дополнительном условии 
l, = I2 = l  приводится к виду, известному из [6]:
M  (l, = l2 = l , d , h = 0) =
71 2l + d  71 d  ( 2 l + d ) 
2l ln----------+ d In----------—
l  + d ( l  + d  ) 2
(4)
что может служить доказательством справедливости 
формулы (1). Однако, с другой стороны, он лишь 
частично совпадает с формулой из широкоизвестно­
го источника [7]. Выявившееся противоречие потре­
бовало подробного рассмотрения задачи о взаимоин­
дукции двух прямоугольных контуров (рис. 3).
Для определения взаимной индуктивности 
между контурами определим отдельно вклады, 
даваемые горизонтальными и вертикальными про­
водниками контуров. Для вклада горизонтальных 
проводников имеем:
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После ряда преобразований в (6) взаимная 
индуктивность для контуров на рис. 3 определит­
ся суммированием выражений (5) и (6):
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Вклад во взаимную индуктивность верти­
кальных проводников длиной h , расположенных
: V d 2 + h2 ; s, ^ ( l ,  + d ) 2 + h2 ;
s2 = ^ ( l2 + d ) 2 + h2 ; s12 = V ( l1 + 12 + d ) 2 + h2 .
Корректность формулы (7 ) подтверждается 
сопоставлением расчета по ней и результата в [2] 
для двух контуров с размерами l, = 0.3 м,
2^ = 0.2 м, d  = 0.25 м, h = 0.1 м, полученного на 
основе промежуточных приемов. Взаимная индук­
тивность в соответствии с [2] равна 6.35 -10 10 Гн,
а по (7) -6 .3 6 6 -10—10 Гн, т. е. результаты расче­
тов практически совпадают.
Положив l, = ^  = l , получим выражение для 
взаимной индуктивности одинаковых контуров:
l l
M  ( l , d , h ) = J °  
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где
s2l = Vh2 + ( 2l + d )2 ; s/ = >/h2 + (/ + d )2 ;
so = V  h2 + d 2 .
Коэффициент магнитной связи между конту­
рами определяется как
к  = |M|/7LLJ. (9)
Для его определения наряду с (8) воспользуемся 
формулой для индуктивности прямоугольного кон­
тура (рамки) (рис. 4) со сторонами h и /р и шири-
i (диаметром провода) 2?o (  ^  h, /р )  :ной
1р ln
2/р h
+ h ln-
ro (/р + ф р  + h ) 
2/р h
+ 2
ro ( h + -Jlр + h2 ) 
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Вывод (Ю ) приведен в [8].
Например, для системы из двух контуров одина­
ковых размеров при h = o .2 м, /р = /1 = /2 = o .2 м,
ro = 1 мм по (Ю ) получим:
+ 2 ( o 1 W o . 22 + o.22 -  2
= 7.247 -10-7  Гн.
• 0 .2) 'j
Тогда при d  = 0.1 м коэффициент магнитной 
связи в соответствии с (9 ) составляет:
к 795-10 = 1.214-10-2,
d 01 7.247 -10-7
а при d  = 1 м:
K \d =1 = 9 456 ' 10-11 = 1.305 • 10-4 ,
7.247 -10
т. е. при увеличении расстояния между контурами 
на порядок коэффициент магнитной связи между 
ними уменьшился на 2 порядка.
Выражение для взаимной индукции двух конту­
ров разных размеров (рис. 5) приводим без вывода:
M 2 (К d , h22 + h1h h22 -  h11) = J0 1 ( 2 л )х
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где
s0 = ^ ( h22 + h11 ) 2 + d2 ; s0 = ^j(h22 -  h11 ) 2 + d2 ;
sl = ^ (h22 - h i ) 2 + ( l  + d ) 2 j 
s+l -  ^ ( h22 + h11)  + ( 2l + d ) ; 
s2l = y j(h22 -  h11 ) 2 + ( —l + d  )2 •
На рис. 6 приведены зависимости коэффици­
ента взаимной индукции от расстояния между 
контурами d  для линейных размеров, представ­
ленных в таблице.
Осуществив ряд преобразований, перепишем
( 11) в следующем виде:
М 2 ( d jh22 + h1b h22 -  h11)  -Ц о / ^ лО х
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Рис. 6
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Прибавим и вычтем удвоенное значение ко­
эффициента взаимной индукции (4). При этом
( 12) может быть представлено в виде
М — ( d jh—2 + hi i jh22 - h , i )  -
-  M i (  dj h—2 + A , , ) - M i (  dj h—2 -  A ,,). (13)
Таким образом, (13) можно интерпретировать 
как суперпозицию двух пар контуров (рис. 7).
При h—2 -  hn  -  0
l  + d  + sl -  
ln  -- 0; s i -  0
2l + d  + s—l
и ( 12)  переходит в ( 8) с учетом того, что 
h22 + hi, - h.
К  числу очевидных практических приложений 
полученных выражений следует отнести опреде­
ление электродвижущих сил взаимной индукции 
в контурах по заданным изменениям токов во 
времени e— -  - М  ((/ ]/dt)  и e, -  - М  ((/—/dt).
Можно показать, что при повороте одного из кон­
туров на 90° вокруг оси, расположенной в плос­
кости рис. 3 и 5, коэффициент магнитной индук­
ции и связи между контурами будут равен нулю.
Другое практическое приложение полученных 
результатов относится к рассмотрению электро­
динамического взаимодействия контуров с током 
при различных нестационарных процессах в них. 
Определим силы, воздействующие на вертикаль­
ные отрезки проводников правой рамки с током 
/2 со стороны вертикальных отрезков левой рам-
f F C ] ,  Г ~ П► -М----------- -----------►!l
ки /'1 (рис. 3) [5]:
/21 = - J 0 : /1/2 \_24d2 + h2 -  2d -
4лd
-  W  (d  + 1 ) 2 + h2 + 4 (d  + 1)  + 
+ 14 (d  + 2/) 2 + h2 -  2 (d  + 2/)
= Jo / / 
= ^~  /1/2 
2л
d 2 + h2 V (d  + 2/) 2 + h2
-  2
d d 
V (d  + 1 ) 2 + h2
В предельном случае h ^  l  (рис. 8):
d
(14)
-/21 lh  ^ - J 0 1 2h l^ 2л d
- 1  -  ln
d  + V d 2
22
К этой силе следует добавить силу взаимо­
действия горизонтальных проводников левой рам­
ки с вертикальными проводниками правой рамки. 
На основании выражений для сил в [5] имеем:
Этот результат может быть проверен на осно­
вании ( 8) при h ^  l  в соответствии с определени­
ем силы: /^ = /12 ( M / dd ).
При d  = h имеем:
/ 21 = \ jo/ ( 2л ) ] /1/2 x
f 21 |/^ю, = 
d =h
x |ln d  (d  + 2/) ( d  + 1 ( ( d  + 1 ) 2 + h2 
-  ln\ (d  + 1) 2 (d  + 4 d 2 + h2 )
) 2
Jo1 2
2л
л/2 - 1  -  ln
1+ V 2
= 45.2/1/2 нН.
x
x (  + 2/ ( ( d  + 2/) 2 + h2 ) (15)
Объединив (14) и (15), получим окончатель­
ный результат для силы, действующей в горизон­
тальном направлении: /21 = / 2ц  + / (1.
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